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LA EFICIENCIA DE LA ESFERA 
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iv. RESUMEN 

El siguiente trabajo estudia Ia esfera y su volumen. Se compone principalmente de tres partes. 

Primero existe una fase de deducci6n, en Ia cual se procede, mediante dos metodos distintos, a 

encontrar el volumen de una esfera. Luego se demuestra que Ia esfera es el cuerpo que mas 

volumen contiene en relaci6n a su area superficial. Par ultimo se investiga que cuerpo es mas 

eficiente para contener una esfera inscrita, donde se comprueba que es el cilindro 

Numero Total de Palabras: 2204 
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1. INTRODUCCION 

Fue el gran Henry Ford quien incentive Ia producci6n en linea y masiva. Producir objetos 

en masa para tener mayores ingresos. Y es que desde esos tiempos el mundo, Ia politica 

y Ia sociedad estaban en funci6n del dinero. El mejor negocio es el que requiere el minima 

gasto para obtener las mayores ganancias, y para lograr esto recurrimos a Ia 

optimizaci6n; principalmente de las propiedades cualitativas de los productos: su calidad, 

su material, su forma. 

El cuerpo de mayor volumen en relaci6n a su superficie, tal y como quedara en este 

trabajo demostrado, es Ia esfera. Por lo que este documento invita a recordar lo 6ptimo 

que resulta ser Ia elaboraci6n de un producto esferico. Para ello se procedera a recordar 

conceptos basicos en relaci6n al cuerpo geometrico, Ia deducci6n de su volumen a traves 

de distintos metodos y comprobaremos que efectivamente Ia esfera es el cuerpo que mas 

volumen contiene en funci6n de su area superficial. Tambien descubriremos que tipo de 

envase es Ia mejor alternativa para contener un prod. esferico, es decir, que cuerpo es 

mas eficiente al contener una esfera inscrita . 
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2. GENERALIDADES 

2.1 DEFINICION 

Una esfera corresponde a un cuerpo redondo en el que todos sus puntos 

equidistan de otro llamado centro una distancia llamada radio 1. Es simetricamente 

perfecta y se obtiene al hacer girar una semicircunferencia, Ia generatriz, sobre su 

diametro, digase, el eje de revoluci6n. Ademas su nombre proviene del latin sphaera 

("pelota"), a su vez del griego aq;alpa. 

2.1 'CARACTERiSTICAS DE UNA ESFERA 

Aparte de los menci<!>naaos centro, radio, diametro 

y el eje de giro o revoluci6n, otros elementos de Ia 

esfera son Ia cuerda, que une dos puntos 

cualesquiera de Ia superficie de Ia esfera y los 

eje de giro 
/ 

I 

I Q
1 centro 

. . ~ 
' ' t 

\~\27-.:...----:--__ .... 
' I 

radio . 1 

l 
I 

polos que son los puntos del eje de giro que quedan sobre Ia superficie esferica. Como se 

serial6 en Ia introducci6n, y se detallara mas adelante, Ia esfera es el cuerpo mas 

voluminoso en relaci6n con otros que tengan Ia misma superficie. No posee vertices ni 

aristas ni bases 

2.2 EL VOLUMEN DE UNA ESFERA 

Arquimtdes podria considerarse el Padre de Ia medici6n de volumenes. 

Recordemos que, segun cuenta Ia anecdota, logr6 calcular el volumen de un objeto 

irregular al introducirlo en agua y medir el volumen desplazado del mencionado liquido. 

1 
Larousse. (2006). Diccionario escencial Matematicas. Mexico: Ediciones Larrouse. 
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Pero el erudito helenico tambien haria avances en Ia determinacion de volumenes de 

cuerpos regulares, como Ia esfera. 

El sabio griego a lagro deducir el volumen de una esfera utilizando una semiesfera, 

un cilindro y un cono. Arquimedes se plante6, que pasaria si intersectaba, a Ia misma 

altura, una semiesfera de radio R, un cilindro de base radio R y altura R y un cono, 

tambien de base radio R y altura R, con un plano al igual que el siguiente esquema2 

El griego concluy6 que en Ia semiesfera3 se generaria una circunferencia con un 

radio mas pequerio 'r' y de area rr(2. Aplicando el teorema de Pitagoras, estableci6 que 

2 Imagen de Gaussianos.com 
3 

Imagen de Gaussianos.com 
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Asi tambien como Ia semiesfera, el cono4 generaba una circunferencia pero al ser 

un cono recto, Ia distancia d entre Ia cuspide y el corte era equivalente. Entonces su area 

era TTdA2 

En el caso del cilindro Ia circunferencia creada era congruente con Ia base, por lo 

que su area tambien valia TTRA2. Si este valor anterior lo utilizamos en Ia igualdad 

pitag6rica de Ia semiesfera obtenemos que 

Lo que nos deja entrever que 

Secci6n Cilindro = Secci6n Cono + Secci6n Semiesfera 

Que equivale a 

S ecci6n Cilindro - S ecci6n C ono = S ecci6n S emies f era 

Ahora, considerando que esto se cumple para cualquier secci6n; que a cualquier 

corte que se le efectue a los cuerpos se mantendra Ia relaci6n, entonces 

Volumen Cilindro- Volumen Cono = Volumen Semiesfera 

4 
Imagen de Gaussianos.com 
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Como las formulas de volumenes de cilindro y cone ya eran conocidas, Arquimides 

reemplazo 

1 
rrR 3 - -R 3 = Volumen Semiesfera 

3 

2 3 -R = Volumen Semiesfera 
3 

Y, logicamente, para obtener Ia formula para Ia esfera completa, el sabio duplico 

su calculo 

4 3 

3 
R = Volumen Esfera 

Se puede calificar a Arqufmedes como un pionero en los calculos de volumenes y este tipo 

de desarrollos son los que autentifican su gran rol en Ia Matematica 

3. DESARROLLO DEL TEMA 

3.1 DEDUCCION DEL VOLUMEN POR OTRAS ViAS 

Paralelo al metodo de Arqufmides existen distintos caminos para calcular Ia formula del 

volumen de una esfera. En esta ocasion se deducira Ia mftica 'cuatro tercios pi erre cube' 

a traves de dos metodos que personalmente son de mi agrado, en especial porque se 

puede apreciar Ia belleza de conectar distintas areas de las matematicas. Primero, a 

traves de Ia integracion relacionaremos algebra, calculo y geometrfa. Luego, a traves de 

sucesiones intentaremos llegar al mismo resultado. lmportante agregar que esta decision 
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fue tomada ademas para utilizar varios conocimientos aprendidos durante el curricula de 

Ia asignatura 

lniciemos con una simple ecuacion de una circunferencia 

Despejando y, encontramos que 

f(x) == )rz- x2 

De esta forma, Ia f(x) se veria asi 

4.34 y 

4 .94 -r 

·2.33 

Acto seguido, hacemos Ia hacemos girar sobre el eje x creando un solido de 

revolucion, en este caso, una esfera. 

Recordemos que el volumen de un solido de revolucion corresponde a Ia suma de 

las areas de los circulos generados por cada punto de Ia curva original al girar alrededor 
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del eje. Asf el volumen del cuerpo en revoluci6n de una funci6n g(x) dentro de un intervale 

[a,b] es 

De esta forma, el volumen de Ia esfera generada par Ia semicircunferencia vendrfa 

definido par 

v = rr · [(rzcx) dx] 

12 



V = n [-6r_3_3 _2_r_3] 

4 
V = -rrr3 

3 
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Tal y como se comprob6, 'todos los caminos llevan a Roma', incluso en las 

matematicas, buena, en este caso sf. A continuaci6n se procedera a descomponer una 

semiesfera en n discos de igual grosor. En el siguiente esquema5 vemos un disco K 

inscrito en una semiesfera de radio r. 

Aplicando el teorema de Pitagoras sabre el diagrama: 

Sabiendo que y = k (~). reemplazamos 

x 2 = 2rk C) -( k C)) 
2 

5 
Imagen de: Simmons, G. F. (2003). Precalculus Mathematics in a Nutshell : Geometry, Algebra, 

Trigonometry. Oregon: Wipf & Stock Publishers. 
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Ahara, el volumen del Disco k se podrfa calcular de Ia siguiente forma, 

Reemplazamos x 2 

Luego continuamos, 

_ (2rrr2 rrr2 
2 ) (r) vk- k- -k -

n n 2 n 

Recordemos que k es un disco cualquiera de Ia semiesfera, par lo que para calcular el 

volumen del cueroo entero debemos reemplazar: 

2rrr3 (n- l)n rrr 3 (n- 1)n(2n- 1) 
VsE == n 2 • 2 - n 3 • 6 
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·~· · 

V. = rrr3. ( 1 _ ~) _ rrr
3

. ( 1 _ ~) (z _ 1). ~ 
SE n2 n n 3 n n 6 

Pero, como el numero de discos (n) tiende a infinite: 

1 
VsE = rrr3 - -rrr3 

3 

2 
-rrr3 
3 

Y, como paso final, duplicamos para obtener el volumen final de Ia esfera 

4 
-rrr3 
3 

Sin duda una forma interesante de llegar al volumen de una esfera. 

3.2 DEMOSTRACION VOLUMEN OPTIMO 

Volviendo al punto de vista econ6mico, una de las claves para minimizar los costos de Ia 

elaboraci6n productos es intentar conseguir el mayor tamano posible si tener que 

aumentar el gasto de material. Esto se puede lograr modificando Ia forma del producto. En 

los siguientes calculos demostraremos a que cifra asciende el volumen de 5 diferentes 

tipos de cuerpos geometricos, si establecemos que el area superficial de cada uno debe 

equivaler a 48 cm2 
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3.2.1 Cubo 

Acubo == 6a2 

48 == 6 · a2 

{8 ==a 

Vcubo ~ 22,62 cm3 

3.2.2 Cilindro 

Estableciendo que Ia altura equivale al doble del radio 

Acilindro == 2rrr(h + r) 

48 == 2rrr(3r) 

48 == 6rrr2 

17 



ft=r 

Vcilindro = rrr 2 h 

8ft Vcilindro = rr ·- · 2( -) rr rr 

Vcilindro ~ 25.53 cm3 

3.2.3 Piramide 

Estableciendo que las caras son triangulos equilatero y Ia base es cuadrada 

a·a-13 
APiramide = a2 + 4 ( ~ ) 

az. -13 
48 = a2 + 2 ( ) 

2 
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48 = a2 

(1 + v'3) 

48 
----=a 
(1 + v'3) 

a~ 4.19 cm2 

VPiramide = --
3

-

4.19. c4·i 9 v'3) 
VPiramide = 3 

VPiramide = 21.24 cm3 

3.2.4 Cono 

Estableciendo que Ia altura equivale al doble del radio 

Acono = rrr(()r 2 + h2 ) + r) 
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48 = rr. r. C)r2 + (2r) 2 + r) 

48 
-= r· c.Jr2 +4r2 +r) 
rr 

48 
- = r · (r-15 + r) 
rr 

48 
- = r2. c..JS + 1) 
rr 

48 1 
---=rz 

rr (v's+1) 

48 1 
-· =r 
rr (v's+1) 

2.17 ~ r 

hrrr2 

Vcono = 3 

2(2.17) · rr · (2.17) 2 

Vcono = 
3 

Vcono ~ 21.40 cm3 
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3.2.5 Esfera 

AEsfera = 4rrr2 

48 = 4rrr2 

12 = rrr2 

N=r 

-4 3 
VEsfera - 3 rrr 

4 {U 
VEsfera = 3 rr ~-;-

3 

VEsfera ~ 31.27 cm3 

Con estos resultados queda comprobado que Ia esfera es el cuerpo que mas volumen 

contiene en relaci6n a su area. 
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3.3 BUSQUEDA DE ESPACIO OPTIMO 

Ahora que sabemos que efectivamente Ia esfera posee el volumen 6ptimo y que, 

por ello, es mas efectivo fabricar productos esfericos, debemos pensar en el envase o 

recipiente que contenga a Ia esfera , en este caso, de 2cm de radio. Esto nos puede 

recordar Ia clasica conjetura de Kepler sobre apilar y acomodar esferas, que intenta 

exponer cual serfa Ia manera mas eficaz de juntar esferas del mismo. Sin embargo, al 

contrario de Ia incognita postulada por el aleman, esta vez, no nos enfocaremos en las 

esferas en sf, sino en buscar el cuerpo contenedor de esferas mas efectivo , dfgase el que 

deje menos espacios vacfos. 

Antes de continuar, es necesario hacer una diferenciaci6n entre Volumen y 

Capacidad. Mientras el Volumen es Ia cantidad de espacio que ocupa un cuerpo, y se 

expresa en metros cubicos y sus derivados(cm3 ,dm3,mm3
, •• • ) , Ia capacidad es el volumen 

que un cuerpo es capaz de contener, y se mide en litros y sus derivados (centilitro, 

mililitro, ... ) 

Si bien el recipiente que menos espacio deje serfa otra esfera de las mismas 

dimensiones, el hecho de fabricar un recipiente perfectamente esferico, del mismo tamario 

en el que quepa Ia esfera original saldrfa aun mas caro, no solo por el material sino que 

porque el tiempo de producci6n serfa mas largo. Por ende intentaremos buscar otro 

modelo de recipiente, ya sea un cubo, un cilindro, un cono o una piramide de base 

cuadrada. 
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3.3.1 Esfera 

Rapidamente proeedemos a ealeular 

3.3.2 Cubo 

4 
V = -rrr 3 

3 

32 
V = -rr cm3 

3 

V ~ 33.51 cm3 

Considerando que Ia esfera tiene 4 em de diametro, un eubo de !ado 4 em sera sufieiente. 

Acubo = 6lado 2 

Acubo = 6 · 4 · 4 

Acubo = 96 cm2 

Vcubo = lado 3 

Vcubo = 4 . 4 . 4 
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Vcubo = 64 em 3 

3.3.3 Cilindro 

Considerando que Ia esfera tiene 4 em de diametro, un eilindro de radio 2 em y alto 4 em 

sera suficiente. 

Acilindro = 2rrr(h + r) 

Acilindro = 2 · rr · 2 · 6 

Acilindro = 24rr 

Acilindro ~ 75,3 cm2 

Vcilindro = rrr 2 h 

Vcilindro 16rr 

Vcilindro ~· 50.27 cm3 

3.3.2 Cono 

Considerando que Ia esfera tiene 4 em de diametro, neeesariamente el eono debe tener al 

menos 6 em de diametro y 7 em altura, de modo que Ia esfera este totalmente eontenida 

en el eono 
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3.3.5 Piramide 

Acono = rrr(s + r) 

Acono = rr · 3 · (v'SB + 3) 

Acono ~ 100.05 cm2 

hrrr 2 

Vcono = 3 

Vcono = 21rr 

Vcono ~ 65.97 cm3 

Considerando que Ia esfera tiene 4 em de diametro, neeesariamente Ia piramide debe 

tener al menos 6 em de lado base y 7 em altura, de modo que Ia esfera este totalmente 

eontenida en Ia piramide 

APiramide = Area basal +Area lateral 

. 6·-v'58 
APiramide = 36 + 4 ( 

2 
) 

APiramide ~ 127.39 cm2 
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Vpir;imide 

VPiramide 
36. 7 

3 

VPiramide = 84 Cm
3 

Tabla 1: Valores de Areas Superficiales y Volumenes de Cuerpos que contienen una 

esfera inscrita 

CUBO CILINDRO CONO PI RAM IDE 

CD f§ h\ -DIAGRAMA :.: '' (j) j <.~~:, ~~~-~ \ 
. ;vll'\_': 0: ~ - ··-,_~ ..... ,~- --~ - '·· ·~-._ ·:;.,...t;~'-' .... __ ;> 

AREA SUP. CUERPO 96 cm2 75.3 cm 2 100.05 cm2 127.39 cm 2 

VOLUMEN CUERPO 64 cm3 50.27 cm3 65.97 cm3 84cm3 

ESPACIO LIBRE 30.49 cm3 16.76 cm3 32.46 cm3 50.49 cm3 

PORCENTAJE V. OCUPADO 52,36% 66.66% 50,79% 39,89% 

PORCENTAJE V. NO OCUPADO 47.64% 33.33% 49.21% 60.11% 
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4. CONCLUSION: 

A vista cierta podemos comprobar con los resultados que el-cilindro es en definitiva el 
cuerpo qoe puede contener una esfera de manera mas eficiente. l,Seria esta entonces Ia 
forma mas eficaz para fabricas productos? Cabe mencio"Rar que este trabajo solo 
contempl6 las variables geometricas dentro de Ia elaboraci6n de objetos, descartando el 
tiempo de trabajo que cuesta en construir una esfera perfecta que, si bien Ia tecnologia de 
hoy en dia nos facilita tareas como esas, precisa mucha mas atenci6n que el fabricar 
prismas o cilindros. 

Saliendonos del plano econ6mico es importante resaltar Ia importancia de Ia esfera, 
puesto que vivimos en una, buena, casi. La esfera representa el triunfo del hombre por 
sabre Ia nat~raleza, que nos ofrece principalmente objetos amorfos, o bien cuerpos que, 
en contraposici6n con Ia perfecci6n de una esfera elaborada por una persona, son 
bastante simples. Son muy pocos los ejemplos de esferas naturales; en su mayoria elias 
fueron introducidas por nosotros, y debemos aprovechar esto de Ia mejor manera posible 
y una de las form as de hacerlo es precisamente fabricando productos esfericos. 

La reducci6n de costas podria ser notoria si empezamos a aplicar esto de forma masiva, 
lo que podria traer consecuencias, desde el aumento de salaries hasta Ia creaci6n de 
miles de empleos, lo cual nos deja Ia duda, l,Podra ser Ia esfera Ia soluci6n a los 
problemas econ6micos que afectan al mundo? 
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